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KAPITEL 1

Einleitung

Die Losung der zeitabhiangigen Schrodinger - Gleichung stellt eine essentielle Anforderung dar, um in
der nichtrelativistischen Quantenmechanik Phinomene und Verhaltensweisen von Systemen studieren
zu konnen. Bei dieser Gleichung handelt es sich um eine parabolische partielle Differentialgleichung
mit N Raumkoordinaten und einer Zeitvariablen. In der folgenden Arbeit wird ein Teilchen mit der
Wellenfunktion y(x, f) und der Masse m im zeitunabhéngigen Potential V(x) betrachtet. Dabei wird N = 1
gesetzt, sodass rdumlich eindimensionale quantenmechanische Probleme behandelt werden. Demnach
erhilt die Schrodinger - Gleichung die Form
2 42
ihaa—f(x, 1) = Hy(x,1) I —;—m%(x, 1+ V(xu(x,1) . (1.1)

Diese wird mit einer Anfangsbedingung fiir y(x, f) zur Zeit f fiir alle Zeiten ¢ eindeutig gelost.

Aufgrund der Tatsache, dass in der Fiille quantenmechanischer Probleme einige analytisch nicht voll-
standig gelost werden konnen, werden numerische Losungsverfahren benétigt. Zwei bekannte und in
der Arbeit nachfolgend behandelte Methoden sind das Crank-Nicolson- und das Split-Operator-Verfahren.

Das Crank-Nicolson-Verfahren verwendet bei gegebener Raumzeitdiskretisierung die Finite-Differenzen-
Methode, welche zu einem linearen Gleichungssystem mit einer Tridiagonal-Matrix fiithrt. Das Glei-
chungssystem kann mithilfe des Thomas-Algorithmus effizient gelost werden, wobei dann lediglich
Probleme mit periodischen oder festen Randbedingungen im Ort behandelt werden konnen.

Beim Split-Operator-Verfahren wird der Zeitentwicklungsoperator U(t, ty) = exp (—%I-AI (2 to)) in meh-
rere Exponentialoperatoren zerlegt. Die Wirkung des Operators U auf i kann bspw. nach Aufspaltung
in den kinetischen und potentiellen Anteil mithilfe der Fast-Fourier-Transformation berechnet werden.
Hierbei konnen aufgrund der verwendeten Fourier-Transformation nur Probleme mit periodischen Rand-
bedingungen gelost werden.

Beide numerischen Losungsverfahren werden mit analytisch gelosten Problemen in der Genauigkeit
der Berechnung verglichen und gegeniibergestellt, um die theoretischen Uberlegungen zur numerischen
Genauigkeit einzelner Verfahren zu verifizieren.

Damit ein visuelles Verstindnis dieser Arbeit erhalten werden kann, ist auf www. quantum-simulation.
de eine Internetseite mit einer Live-Simulation entstanden. Sie soll dazu dienen, das Verhalten von


www.quantum-simulation.de
www.quantum-simulation.de

Kapitel 1 Einleitung

GauBlschen Wellenpaketen in beliebig einstellbaren Potentialen beobachten zu konnen. Weiterhin soll die
Internetseite fiir Physikstudierende einen visuellen Einstieg in die Quantenmechanik bieten.



KAPITEL 2

Definitionen und Anforderungen

2.1 Raumzeitgitter

Zur numerischen Behandlung wird die Raumzeit diskretisiert. Die diskretisierten Orte x; € R liegen im
endlichen Gebiet X, wobei
xj=x1+(G-1)-Ax (2.1)

mit j € {1,...,J} und Ax > 0O gilt.
Die Zeit t, € R mit n € Z sei rekursiv mit

Ine1 =t + At (2.2)

definiert, wobei At > 0 gilt.
Fiir die Wellenfunktion im Ortsraum ¢ gelte folgende diskretisierte Form

Wl = (X, ) 2.3)

Fiir die Wellenfunktion im Wellenzahlraum ¢ gelte ebenfalls

¢l = dlhisty) . (2.4)

Dabei wird die Wellenzahl k; dquivalent zu x; mit Ak > 0 gewihlt.

2.2 Randbedingungen

Es sei die Randbedingung als periodisch bezeichnet, falls
vn=v’ (2.5)

und als fest bezeichnet, sofern
U=yt =0 . (2.6)
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2.3 Bedingung an Lésungsverfahren

Die betrachteten numerischen Losungsverfahren sollten aus physikalisch sinnvoller Sicht den Erwartungs-
wert der Gesamtenergie erhalten und die Unitaritit des Zeitentwicklungsoperators fiir jeden Zeitpunkt ¢,
gewihrleisten. Der Fehler E nach Gleichung (2.12) muss gegeniiber der analytischen Losung asympto-
tisch eine obere Grenze besitzen.

2.3.1 Unitaritat

Die Unitaritit des Zeitentwicklungsoperators U ist genau dann gegeben, wenn

WnstlWins1) = WalUTOW) = const (2.7)

gilt. Daher muss fiir den Zeitentwicklungsoperator der jeweiligen Methode die Gleichung
Ut =1 (2.8)

erfiillt sein. Dabei entspricht im Raumzeitgitter die linke Seite der Bedingung (2.7)

<wn+1|wn+l> = fde <'70n+1|x> <x|¢n+l> = f

Xe

J
dx i (0 Yut ()~ Ax Dyl (29)
X -

J=1

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im gesamten Gebiet zu finden, sollte demnach fiir alle Zeiten ¢,
konstant sein.

2.3.2 Energieerhaltung

Eine weitere Anforderung an das Losungsverfahren ist die Erhaltung des Gesamtenergieerwartungswertes,
daher muss A
W1l HWns1) = Wl UTHU W) = const (2.10)

fiir jeden Zeitpunkt #, gegeben sein. Verkiirzt ausgedriickt muss demnach die jeweilige Methode die
Relation

N

UHO = A 2.11)

erfiillen.

2.3.3 Fehler

Der Fehler E des jeweiligen Verfahrens soll gegeniiber der analytischen Losung eine asymptotisch obere
Grenze haben und sei iiber die Norm || - || des Hilbertraums definiert [Sar(09]

E =

exp (—%FIAI) - 0”

ol 1))
L O ((ADP) (2.12)

mit p € N. Der Zeitentwicklungsoperator U soll zudem bei infinitesimal dicht gewihlter Raumzeitdiskre-
tisierung gegen exp (—%I:IAt) konvergieren.



KAPITEL 3

Crank - Nicolson - Verfahren

Das numerische Verfahren des Mathematikers John Crank und der Mathematikerin Phyllis Nicol-
son [Pan06] bezieht sich auf die Finite-Differenzen-Methode, bildet den Mittelwert des expliziten und
impliziten Euler-Verfahrens und erhélt im Gegensatz zu den jeweiligen Euler-Verfahren die Normierung.
Zusitzlich erfiillt das Verfahren den Anspruch der Erhaltung des Erwartungswertes der Gesamtenergie.
Es sei weiterhin erwihnt, dass das betrachtete Potential zeitunabhéngig ist.

3.1 Ansatz

Sei folgende partielle Differentialgleichung mit den auf ganz C? stetigen Funktionen « und F

ou Ou
E(x, N = F({g}ieN,x, t) 3.1

definiert, so ergibt sich bei gegebener Diskretisierung uf; = u(xj,t,) und F ,ﬁ =F ({%},xj, t,) das
implizite/explizite Euler-Verfahren [Pre+07]

MJ - I/t]

+1 o
”T = Fn+1/n . (3.2)

Demnach entspricht die Crank-Nicolson-Methode [Pre+07] dem Mittelwert beider Euler- Verfahren

woo—ulo1,
= (Fi+ FlL) - (3.3)

Nun enthilt die Gleichung (3.1) die Form der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung (1.1)
u(x,t) =il - Y(x,1) und F(x,1) = Hy(x, 1) (3.4)
bzw. in diskretisierter Form

ui=in-gj und  Fl=(Ay) . 3.5)
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Der Ausdruck (FI ;.//):Z beinhaltet nach Gleichung (1.1) eine ortliche zweifache Ableitung, welche innerhalb
der Finite-Differenzen-Methode [Ves98] die Form

() i (82w)’~(3—‘i)f;—(3—f)fl 1= 2d

— | = ~ 3.6
ox), Ax ox? ), Ax (Ax)? 3.6)

erhilt, wobei hier jeweils das explizite bzw. implizite Euler- Verfahren verwendet wird. Mit den diskreti-
sierten zeitunabhingigen Potentialwerten V/ := V(x ;) ergibt sich

(I:Il,//)j _h2 ( i;ﬂ —zwi‘“ﬁi_l

LS o )+ Vil (3.7)

Nach Einsetzen der Gleichung (3.5) in (3.3) folgt die Crank-Nicolson-Form der zeitabhidngigen Schrodinger-
Gleichung mit

=y
. n+1 _
ih [—At =
(3.8)

Die Gleichung wird so umgestellt, dass auf der linken Seite Terme zugehorig zu ¢, und rechts zu £,
sind [KR98]

U m2 (! =2l v R (Voo =20+ | i
2 {__( n S |V o [ |V

om (Ax)? 2m (Ax)?

=(Av), = (Ay)L,,

= b/

w1 [ 4m(Ax)? 2m ol 1
lﬁil+l + [17 At 2~ A (Ax)”V/ lﬁil+l + wiﬁl
. Am (Ax)? 2 1 . . .
=yt +[i7’"(§t) 24 h—’?(Ax)z v1]¢{,— ool (3.9)

Wenn i,,,; € C’/ als Vektor mit den Komponenten (//i .1 aufgefasst wird (dquivalent fiir €2,,), entspricht
die Gleichung (3.9), iiber alle j ausgefiihrt, einem Gleichungssystem mit der tridiagonalen Matrix T

T = Qp . (3.10)

Somit konnen bei bekanntem y,, zur Zeit t,, die zeitlich nachfolgenden Wellenfunktionen .., mit m € N
berechnet werden. Dabei besteht 7 aus konstanten Neben- und j-abhidngigen Hauptdiagonalelementen
der Form

b' ¢ a
a b* ¢
T = a b . (3.11)
C
c a b’|




3.2 Stabilititsanforderungen

mit
4m (Ax)?

—c=1,b =
a C lh At

2m .
-2 ﬁ(Ax)z Vi, (3.12)

Im Falle einer periodischen Randbedingung (2.5) gilt a’ = ¢’ = 1, sowie bei fester Randbedingung (2.6)
a=c =0.

3.2 Stabilitatsanforderungen

Zur Uberpriifung der im Abschnitt 2 geforderten Bedingungen der Unitaritiit (2.8) und Energieerhaltung
(2.11) wird zunichst der Zeitentwicklungsoperator U der Crank-Nicolson-Methode ermittelt, indem
Gleichung (3.5) in (3.3) eingsetzt wird

~ W —vi) =3 [(H‘ﬁ)n * (H%”)m] (3.13)
und nach 1ﬁ£ +1 bzw. w{; umgestellt wird
. -1 .
i i At i At . ;

=47 =U (Zeitentwicklungsoperator)

Dabei gilt
[q,71=[H,F]=[H,q]=0, (3.15)

sowie aufgrund des hermiteschen Hamiltonoperators

g ="+ . (3.16)

3.2.1 Unitaritat

Es wird gezeigt, dass der Zeitentwicklungsoperator U die Bedingung (2.8) mit U0 = 1 erfiillt

U0 = {g7'# g
=1 =1

A*IT:"’FI —— —_——

b A 1T ac A(q 1 )A bl a1 B16) a1 n a1\ BAS) o 1 T A ] A\ oA

=gl = g gl s g g lr(qq 1) = qgr l(q lq)rq '=1. @17
~—_————

Somit ist die Unitaritit des Zeitentwicklungsoperators U gewihrleistet.
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3.2.2 Energieerhaltung

Nach der Bedingung (2.11) muss die Relation UtAD = A gelten, um den Gesamtenergieerwartungswert
zu erhalten. Der Zeitentwicklungsoperator U erfiillt dieses Kriterium:

=1 =1 =1 =1
aanl (15)

an—1p7y (=14 =12\ fya-1 G15) A~ ~
qr H(q q)rq = q(r r)Hq = H(qq ):H. (3.18)
3.2.3 Ungenauigkeit

Der Fehler E des Crank-Nicolson-Verfahrens wird nach der Gleichung (2.12) berechnet und wichst
asymptotisch mit (A7)*

(3.19)

3.2.4 Konvergenz

Da das Crank-Nicolson-Verfahren auf der Grundlage der Finite-Differenzen-Methode beruht, erfiillt das
Verfahren die Konvergenzbedingung bei infinitesimal dicht gewéhlter Raumzeitdiskretisierung.

3.3 Berechnung

Wie schon im Abschnitt 3.1 vorbereitet, gilt es nun, das lineare Gleichungssystem (3.10) mit der
tridiagonalen Matrix 7 (3.11) und €, aus der Gl. (3.9) zu lésen

b ¢ a| }/,1— Q! ]
a b ¢ W2 o2
a b vlo= |9 . (3.20)
el :
¢! a b »wj-n+1 »Qj—n

Bei periodischer Randbedingung nach Gl. (2.5) gilta’ = ¢’ = 1, sowie @’ = ¢’ = 0 bei fester Rand-
bedingung nach GI. (2.6). Sofern die Randbedingung fest ist, kann die Gleichung (3.20) mit dem



3.3 Berechnung

Thomas - Algorithmus A.2 gelost werden. Bei periodischer Randbedingung muss die Matrix T verklei-
nert werden [Kar]. Die Verkleinerung sieht vor, die letzte Gleichung des Systems zunichst nicht zu
beachten, sodass das Gleichungssystem mit der verkleinerten Matrix 7, folgende Form erhilt

b ¢ _7¢1— [ Q! ] 4]

a b ¢ > Q2
a b woo= | Q] - (o] ¥, . (3.21)

. c : : :
_ J-1 J-1

a b 1- "l’ In+1 Q n €]

——

=T, =w

Die letzte Gleichung lautet:
Uy + AW + 00 =0 (322)

Ansatz. Firl < j < J wird die Losung von »,.//i 41 &ls Summe beider Vektoren x (1), x(2) € C/~1 geschrieben
‘ ' i
Vet = X() + XWns1 - (3.23)
Eingesetzt in das Gleichungssystem (3.21) ergibt sich mit Q{;C = Q,’;

Aad Texay = Qp, — [Tc)((2) + w] lﬁrJHl : (3.24)

Gelost wird dieses System mit der Losung des folgenden Gleichungsystems
Texqy = Qp,
Tc)((Z) = —-w . (3.25)
Die Vektoren (1) und x(2) konnen hierbei mit dem Thomas - Algorithmus A.2 berechnet werden. Zur
Bestimmung von ‘r/’rjl 1 Wwird die Gleichung (3.23) in (3.22) mit a = ¢ = 1 eingesetzt
1 10 J-1 J-1,J Jud _ ol
(X(l) +)t/(z)‘/’nJrl) + (X(l) tXo) ‘/’n+1) oY, =
J 1 J-1 _pJ\ _—oJ _ 1 J-1
¢ U (el +aly +b7) = Q0 =xdyy = xl;

J 1 J-1
o Jo SN
Vo= JY N Y
2)" 12

Nun kénnen die restlichen Elemente z,l/f; . mithilfe der Relation (3.23) bestimmt werden.
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Split - Operator - Verfahren

Die Split - Operator - Methode sieht vor, den Zeitentwicklungsoperator U in kinetische und potentielle
Exponentialoperatoren zu zerlegen, sodass die Wirkung von U auf y,, mithilfe der Fourier-Transformation
berechnet werden kann. Die Zerlegung des Exponentialoperators geschieht mithilfe der Zassenhaus -
Formel [CMN12]. Das Verfahren gewihrleistet die Unitaritit, jedoch erhilt es hingegen zum Crank -
Nicolson - Verfahren den Erwartungswert der Gesamtenergie bei beliebiger Wahl des Potentials nicht.

4.1 Ansatz

Die allgemeine Losung der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung (1.1) wird durch den Zeitentwick-
lungsoperator U/ im Raumzeitgitter folgendermaBen beschrieben

Yni1 =€ hHAt Yn
=0
( v +V)At
_ (Tu+VU)Af 4 1
=e Un 4.1)
mit " .
A l A I A~
Ty =—k ., Vy=-=V 4.2
V= U 2V 4.2)

wobei k dem Wellenzahloperator entspricht.

4.1.1 Zassenhaus-Formel

Eine bewihrte Methode, den Zeitentwicklungsoperator aus der Gleichung (4.1) aufzuspalten, ist die des
deutschen Mathematikers Hans Julius Zassenhaus [CMN12]. Die Zassenhaus - Formel sieht vor, einen
Exponentialoperator mit zwei summierenden Operatoren X und ¥ (hierbei auf den gleichen Hilbertraum
wirkend und multipliziert mit A € R) als ein unendliches Produkt umzuschreiben

AR _ X, /lYl_[ Ve (4.3)

11
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Die Operatoren C ; konnen dabei folgendermaBen berechnet werden.

Sei N € N\{0}
=[] &' (4.4)
Jj=N+1
dann gilt
aN+1 .
(MNf] W] =W+ 4.5)
A=0

Ebenfalls gilt fiir fjy(1) nach der Gleichung (4.3) durch das Heriiberziehen A.3 der rechtseitigen Elemente
mit A/ (0 < j < N + 1) auf die linke Seite

N-2

fu () = (ﬂ "N

J=0

oW o X AXT) 4.6)

Demnach konnen die Operatoren C ; nach folgender Vorschrift durch das Einsetzen von Gl. (4.6) in (4.5)
rekursiv berechnet werden

1| " [ veien, | oarax i)
Ao 1 T T .
Cvet = (N + D! |gan+1 ge Nle e e : @7
= =0
Fiir die ersten zwei weiteren Glieder des Produkts (4.3) ergibt sich
_ 1 ¥ —AX A(X+Y __1t v
=4 [a ZAe eA( +A)]EOA = -1[X, 17 “45)
= 4 [ PG X D] | = L2017, 1R, 711 + (X, 1R, 71))

4.1.2 Zeitentwicklungsoperatoren

Auf Grundlage der Zassenhaus - Formel (4.3) werden nachfolgend zwei verschiedene Zeitentwicklungs-
operatoren betrachtet [Sar(9]

0 (451) TUAt+VUAz ~ f"UAt VuAt

1
[

1

U At TUAt —Az — Uz (4'9)

U At+Ty A+ 2” At

—ez ~e2

Dabei wurde bei U, zweimal die Zassenhaus - Formel angewendet.

Im Sinne der allgemeinen Losung der Schrédinger-Gleichung (4.1) kann die Wirkung von U /2 mithilfe
der Fourier-Transformation ¥ berechnet werden

Une1 = 7:_1 (77(01%1))
4.9) - (7, (eTUAt BVUAII,[’n))
A4l g1 (e—TuAt(lz: (eVUAtlﬂn))
42 -1 ( 2hm;<2A,¢ (e_%\?At(//n)) (4.10)

12
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bzw.

Wn+l = ?_1 (T(UZWVL))
_ i (e‘%’%sz(e"%A’wn)) _ (4.11)

4.2 Stabilitatsanforderungen

Im Folgenden wird gezeigt, dass das Split - Operator - Verfahren mit den Zeitentwicklungsoperatoren
U, /2 die Forderung der Unitaritit erfiillt, jedoch nicht den Erwartungswert der Gesamtenergie erhilt.

4.2.1 Unitaritat

Die Unitarititsbedingung (2.8) wird von den Operatoren U} und U erfiillt

(4.12)

’

~t poae DoanT Fuar 9 PyAr —Fyar Pyhr 9
UIU] — (eTUAt€VUAt) eTUAt€VUAt —e VUATe TUAteTUAteVUAt — 1

sir (s foa Al W dune War _ Ta fpar YA W Fun
;Uzz(ezAteTUAtezA’) e F M Tudt HAr = H A Tyt = H A A Tust AN (413

4.2.2 Energieerhaltung

Der Gesamtenergieerwartungswert, wie in Gleichung (2.11) gefordert, ist beim Split - Operator - Verfahren
nicht erhalten
01A0, = (eTUAteVUAz)T FroTutt Vuht
— —VuAle—TuAlﬁequleVUAl

DI 1 V) r g (1 v\ j+k+1+m
- Z::OZZ Z W (—VU)J (_TU)kH(TU)l(VU) (Af)FHEH

j=0 k=0 1=0 m=0
+ (VB = Toll + ATy + AVy) Ar+ O ((Ar?)
|A. Ty + Vy| A+ O((A0?)

>

h
~H+0 ((At)2) , (4.14)

13
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0lA0,

v, . v i
— (eTUAfeTUAteTUA’)

A

Vy A Vy
Hefz Al‘eTuAl‘ef2 At
VU 7 VU A VU 7 VU
- Ate_TUAte_T AtHeT AteTUAteT At

1
Ik tminlp!

(_

Vy

2

Vy

2

Vy
2

! ‘7 m p
gl YU &\ j+k+1+m+n+
e i o

i

A AU/\ A A VUA A‘A/U A A A‘A/U 2
A+ (-2A-TyA-2a+A2 + ATy + AZL ) At + O((At
( 2 viT 2 v 2) ()

=H + A, Vy + Ty| At + O ((Ar?)
=A -+ A, A] A+ 0 (407
=H +0((an?) .

4.2.3 Ungenauigkeit

(4.15)

Der Zeitentwicklungsoperator mit dem geringsten Fehler im Sinne der Gleichung (2.12) ist U, mit einem
asymptotischen Wachstum von O ((At)3 ) hingegen U, mit O ((At)z), sodass fiir den spéteren Vergleich

angenommen wird, dass die Berechnungen mit U, genauere Ergebnisse liefern

—HAt 5

E,

e

i

e h

- U,

HAAr _ (eTUAt€\7UAt)

14

(4.16)



4.2 Stabilitdtsanforderungen

E;

y 5
= || s _ UZI

N % A 1%
-LHAAt _ (eTUAteTUAteTUAt)
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+( _ﬁ —E{T-FTU'FT —m 7TU+T+TU7 )((AZ))‘FO((AZ))
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—_ﬁ(?(TU‘FVU))
2N ih . [ A 1,4 A PN A a
:’ 0+ (—%H - 2’—mk2 + %V) At+ (15 + Vg + TuVy + PuTy) (Ar?)
- _L(A-11)=0

— % (le] + "7(2] + TU‘A/U + ‘A/UTU) ((At)z) + O((AZ)3)

= O((At)3) . 4.17)

4.2.4 Konvergenz

Um zu zeigen, dass der Zeitentwicklungsoperator U; und somit auch U fiir At — 0 gegen U konvergiert,
wird die Lie-Trotter Produktformel bewiesen.

Zu zeigen. Seien A und B Operatoren, die auf denselben Hilbertraum wirken, so gilt
Nois 5
lim [ [eNeN =P (4.18)
Beweis. Mithilfe der Zassenhaus - Formel (4.3) und der Abschitzung (4.16) folgt mit 4 € R
M pB _ A(A+B) +O(/12) .
Daraus folgt bei zweifacher Hintereinander-Ausfiihrung des Ausdrucks
A A D PO 2 PO
(e/lAe/lB) _ (e/l(A+B) 4 O(/lz)) — R2A(A+B) | 0(/12)

und somit bei N-facher Ausfithrung folgende Relation

ﬁemem _ eN/l(A+I§) +O(/12) .
n=1
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Kapitel 4 Split - Operator - Verfahren

Seinun A = 1%, so folgt

O
Wenn nun die Operatoren A und B den Operatoren T und Vy; entsprechen, sowie die Wahl der Zeitschritte
auf Ar = % gesetzt wird, ist die Konvergenz der numerischen an die analytische Losung bewiesen.
Die Konvergenz von U, ist ebenfalls bewiesen, da U, der zweifachen Hintereinanderausfithrung der
Zassenhaus - Formel entspricht.

4.3 Berechnung

Um die Ansiitze (4.10) und (4.11) berechnen zu kénnen, wird der Ubergang der kontinuierlichen zur
diskreten (inversen) Fourier-Transformation erldutert [Van].

Die kontinuierliche Form der Fourier-Transformation A.4

1 ikex
ok, ) =F () (k,1) = Vo L dx y(x, e (4.19)
b
geht in folgende diskretisierte Form iiber
Ax o
S Nor D uhe (4.20)

Sei nun die Diskretisierung des hierbei begrenzten k-Raums durch das Nyquist - Shannon - Abtasttheorem

A 4.2 festgelegt mit
big 2r

kf=— , Aki=——. 4.21
1 TAx (4.21)

Es folgt durch Einsetzen

! ~ J o ilki+Ak(-1 +Ax(j-1
ok ~ \/EZ lﬁ ik +Ak(I-D][x1 +Ax(j-1)]
_ J J —tklxj —iAk(I-1)x1 ,—iAk(I-1)Ax(j—1)
e e
\/27121 1¥ne
4.21) Ax_ J —ikyx; ,—iAk(I-1)x1 ,— 27 LEDG=D
= ie le 7
Var 2ej=1 ¥ne
Vor | giBk(I=1)x1 ~ Y 1[W —lklx,] —oi Y
J=

Ax

(4.22)

= |)(/ D
L=

Aquivalent wird die diskrete Form der inversen Fourier-Transformation A.4 beschrieben

J ~ [ ik
wn ~ \/27211(/5 ”x/

@20 }/AT;T 5L gleihiraki- DI[x1+Ax(-1)]

= }/AZZT Zl 1¢l oik1X) i Ak(I=1)x1 HiAKAX(I=1)(j~1)
@20 }/AZZTZI 1¢l k1% piAK(I=1)x1 2 ERG=D

o |uetn] o~ Lxi | gl etk | 2ritEE

(4.23)

= 1)(] D
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4.3 Berechnung

Zusammengefasst entsprechen die Gleichungen (4.22) und (4.23) der Form der diskreten Fourier-
Transformation, wobei in eckigen Klammern die dazugehérige Modifikation der Wellenfunktionen
Y und ¢ steht

. : V27 41 iNk(-Dx; | _ J J ,=ikixj| ,—2mi CAED
Fourier-Transformation — [H ne = = l[w f]

V2x z PIAK(=1)x) i (EDU=D
J Zz 1 [ A

(4.24)
Mit den modifizierten Wellenfunktionen ¢/ = y;,e"*1% und ¢;ll = \f;” L eAKI=Dx1 eroibt sich mit

j—1—> jund /-1 — [ eine klarere Form der diskreten (inversen) Fourier-Transformation

inverse Fourier-Transformation — [;_//',’,e"k 14 ]

o J-1 1—27
¢’/1 — Z]Owl /44

. (4.25)
;: — JZ /Zm

Die Transformationen aus Gl. (4.25) konnen effizient mit der schnellen Fourier-Transformation A.4.3
berechnet werden.
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KAPITEL DB

Vergleich

Es werden nachfolgend die theoretisch eingefiihrten Verfahren numerisch in den Groen des Fehlers E
nach GI. (2.12) und des Erwartungswertes der Gesamtenergie bzw. des Ortes miteinander verglichen.
Seien nun Crank-Nicolson mit CN und Split-Operator mit SO abgekiirzt.

Nach den Uberlegungen aus den Kapiteln 3 und 4 sollen die jeweiligen Berechnungen folgende Eigen-
schaften aufweisen (sieche Abbildung 5.1).

| Methode | Fehler £ | A(A) |

10, ((Az)3)
J ()

CN
SO

const

o((an?)

Tabelle 5.1: Aus den theoretischen Uberlegungen abgeleitete Eigenschaften des CN- bzw. SO-Verfahrens fiir den
Fehler E nach GI. (2.12) und A (I:I) nach Gl. (5.4).

Die Berechnungen werden mithilfe von JavaScript im Browser Firefox (Ubuntu) Version 43.0 durchge-
fiihrt (siehe Kapitel 6).

Zur Auswertung wird unter periodischen Randbedingungen die Propagation eines Gauf3schen Wellenpa-
ketes ohne duBleres Potential und eines gausformigen kohérenten Zustands im harmonischen Oszillator
betrachtet.

5.1 VergleichsgréBen

Der Fehler E nach Gl. (2.12) zum Zeitpunkt £, als Mal} der Erhaltung der Unitaritét des Zeitentwick-
lungsoperators wird mit der Relation

By H(eXp (—%ﬂm) - 0) w” B JAXJZ:‘ ‘(%)meo - (¢£)CN/SO|2 ©-1)

berechnet, wobei (%)theo der analytischen Losung der Propagation der Wellenfunktion entspricht.

Der Erwartungswert der Gesamtenergie ist fiir die CN-Methode iiber die diskretisierte Form des Hamilton-
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Kapitel 5 Vergleich

Operators (3.7) gegeben
Y 2 (it oyl syl o
S5 ()« vel)

J
5L,

(Hendy = (5.2)

.12
J
Un

Fiir die SO-Methode wird der kinetische Anteil des Gesamtenergie-Erwartungswertes im Wellenzahlraum
und der potentielle Anteil im Ortsraum berechnet

20 2 a2
D A Vo s R 4
(Hso)n = = = (5.3)
R, 7y
Zj:l &n Zj:1 U

Die VergleichsgroBe A (H) wird iiber die Differenz zwischen dem numerischen und theoretischen
Erwartungswert der Gesamtenergie definiert

A <I:I> = <Fl>num - <I:I>theo . (54)

Weiterhin wird die Differenz des Erwartungswertes des Ortes gegeniiber der analytischen Losung
betrachtet

(Xnum = {Xtheo = —(Otheo - (5.5)

5.2 Freies Wellenpaket

Es wird ein freies GauBBsches Wellenpaket im Potential V(x) = 0 simuliert, sodass die Wellenfunktion
mit dem normierten Anfangszustand

IRV
WD), = M] : (5.6)

exp (ikox) exp (— o2
0

1
\oo VT

wobei A% = (78 +1 %t gilt, mit der Varianz 0'5, lokalisiert um den Ort xg und der Wellenzahl ko wie folgt
propagiert
o 1) (x — X0 — Ek()t)z
0 . m
lﬁ(x, t) = Aﬂ-l/4 exXp (lk() ()C - %kof)) exXp —W . (57)
Mit der dazugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichte
4 h 2
40 o0 (x — X0 = Rkot)
W0 = ex —(—) (5.8)
¥ AP v Pl op
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5.2 Freies Wellenpaket

ergibt sich fiir den Erwartungswert des Ortes die zum Gaullschen Wellenpaket korrespondierende
klassische Bewegung
17}
xXy=x0+ —ko t , (5.9
m

——

_Po_
=T =00

sowie fiir die mit der Zeit wachsende Ortsunschirfe

hz
4

> 2. (5.10)
m-o

o=004/1+

Fiir die Simulation des freien Gau3schen Wellenpaketes (sieche Abbildung 5.1) werden folgende Einstel-
lungen vorgenommen. Der Definitionsbereich des Ortes wird mit x € [-500, ..., +500] in der Einheit
[x] = 0,1 nm gewihlt. Die Anzahl an Stiitzstellen J wird auf 2!6 = 65536 gesetzt. Der Anfangszustand
des Wellenpakets wird konfiguriert mit einem Erwartungswert der kin. Energie von 10 eV, einer Masse
eines Elektrons mit m = 5,68563006021504 - 10~'? eVs?/m? und einer Ortsunschirfe von op = 10 in
der Einheit [o] = 0,1 nm, lokalisiert um xo = —400. Das Potential wird fiir alle x; gleich Null gesetzt.

-100 1} 100 200 300 400 400 -300 -200 -100 1} 100 200 300 400
®/{0.Inm) %/{0.Tnm)

EENRE::: m [ | 0.00e+0 fs [+ #5 HEH m 9.71e+0fs

Abbildung 5.1: Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das konfigurierte freie Gausche Wellenpaket zum Zeitpunkt r = 0 fs
(links) und ¢ = 9,71 fs (rechts).

Bei der Wahl der Zeitdiskretisierung von At = 1073 fs werden die genannten FehlergroBen iiber einen
Zeitraum von 10 fs notiert. In der linken Abbildung 5.2 wird der Fehler E beider Verfahren gegeniiberge-
stellt. Dabei stellt sich das CN-Verfahren als das prizisere Verfahren heraus. Dies liegt prinzipiell daran,
dass neben der Wahl des Zeitintervalls beim CN-Verfahren eine dichte Raumdiskretisierung bessere
Ergebnisse liefert. Hingegen muss beim SO-Verfahren zusitzlich der Definitionsbereich des Ortes breit
gewdhlt werden, um eine dichte Wellenzahldiskretisierung zu erhalten und somit die Berechnungen
im k-Raum genauer durchfiihren zu kénnen. In der rechten Abbildung 5.2 zeigen die Ergebnisse des
Ortserwartungswertes, dass sich beide Fehlerkurven nahezu linear verhalten und das SO-Verfahren wieder
die groBeren Fehler liefert. Die Abbildungen 5.3 stellen fiir die jeweilige Methode den Erwartungswert
der Gesamtenergie dar. Dabei ist ersichtlich, dass das CN-Verfahren, wie zu erwarten, einen zeitlich kon-
stanten Wert (bei Vernachlidssigung der Maschinengenauigkeit) wiedergibt. Beim SO-Verfahren entstehen
mit der Zeit kleinere Abweichungen, die wiederum die theoretischen Uberlegungen zur Ungenauigkeit
der Erhaltung des Erwartungswertes der Gesamtenergie untermauern. Dass das SO-Verfahren hierbei
grundsitzlich vom Anfangswert 10eV abweicht, liegt an der Wahl der Breite des ortlichen Definitions-
bereiches. Je grofier dieser gewihlt wird, desto dichter wird der Definitionsbereich im k-Raum, desto
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genauer werden die damit verbundenen Berechnungen in der Gleichung (5.3).

0.8

0.6

0.5

0.4

Fehler E
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0.2 |-

0.1 |-

CN ===
50—

s
a

-

-
-
e
-7
e
-
e
-
-
P
-
-
P
-
-
e
T
-
-7
Plos
-
-
e
L
-

num® <X>theo)/(0.1NM)

(<x>

0.1

-0.4
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s

10

Abbildung 5.2: Fehler E nach GL. (5.1) (links) und Fehler des Ortserwartungswertes nach Gl. (5.5) (rechts) des CN-
und SO-Verfahrens fiir ein freies Gaullsches Wellenpaket.

9.9994868625

9.9994868624

<E>/eV

9.9994868623

9.9994868622

CN ===

<E>/eV

9.9615961587

9.9615961586

9.9615961585 |-

9.9615961584 |-

9.9615961583 |-

9.9615961582

SO

10

Abbildung 5.3: Erwartungswert der Gesamtenergie nach Gl. (5.3) beim CN- (links) und SO-Verfahren (rechts) fiir
ein freies Gaullsches Wellenpaket.

5.3 Koharenter Zustand des harmonischen Oszillators

In der zweiten Simulation wird ein gaussférmiger kohérenter Zustand des harmonischen Oszillators mit
dem Potential V(x) = ’"T‘"zxz betrachtet [Sch05]. Der kohérente Zustand y, bewegt sich im Ortserwar-
tungswert analog zur klassischen Bewegung des harmonischen Oszillators und wird als Eigenzustand des
Vernichtungsoperators & des harmonischen Oszillators mit dem komplexen Eigenwert « konstruiert
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5.3 Kohirenter Zustand des harmonischen Oszillators

Dabei wird y,, als Reihenentwicklung der stationiren Eigenzustinde ,, gebildet und erhilt mit o = |ae”
und o = j—m folgende Form

2
YXo(x,0) = ! exp{ - l[%t - % sin 2(wt — 9)) + V2jalx sin (wt — 6)]
\Jor 7
- 55 [x— o VZlal cos (wr - 0| } . (5.12)

Die dazugehorige konstant breite gau3formige Wahrscheinlichkeitsdichte

2
5 1 (x — o V2|a| cos (wt — 6)) s1a
D7 = - A
liefert direkt den Erwartungswert fiir den Ort mit
(x) = V20lal cos (wt - 6) . (5.14)

Fiir die Simulation (siche Abbildung 5.4) werden folgende Anfangsbedingungen gewihlt. Sei || = 10. Sei
weiterhin 6 = 7, sodass fiir # = 0 die Wahrscheinlichkeitsdichte einem GauBschen Wellenpaket, lokalisiert

um xp = 0O, entspricht. Bei einer Masse eines Elektrons mit m = 5,68563006021504 - 1012 eVs?/m?

und w = 0,1 in der Einheit [w] = —‘e[\x/][m] ergibt sich kg = \/5'%' Der Definitionsbereich des Ortes ist mit

x € [-300,...,+300] in der Einheit [x] = 0,1 nm festgelegt und die Zeit mit At = 1073 fs diskretisiert.
Die Anzahl an Stiitzstellen J wird auf 2!¢ = 65536 gesetzt. In der linken Abbildung 5.5 wichst der Fehler

< Koharenter Zustand @

EfeV
+3580.2

30687
2557.3

8

|

-270 -240 -210 -180 -150 -120 90 60 -30 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270
%/(0.1nm)

[ &= m [ ] 0.00e+0fs

Abbildung 5.4: Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den konfigurierten kohérenten Zustand des harmonischen Oszillators
nach Gl. (5.12) zum Zeitpunkt r = Ofs.

des CN-Verfahrens stetig, wohingegen der Fehler des SO-Verfahrens zu oszillieren scheint. Daher wird in
der rechten Abbildung ein Zeitraum iiber 50 fs simuliert. Dabei scheint die Oszillation periodisch in den
Amplituden abwechselnd zu steigen bzw. zu fallen. Im Vergleich zur Simulation des freien Gauf3schen
Wellenpaketes stellt sich das SO-Verfahren hierbei als das Préizisere heraus. In Abbildung 5.6 wichst
der Fehler des Ortserwartungswertes bei beiden Verfahren oszillierend, wobei hier das CN-Verfahren
wieder ungenauere Ergebnisse liefert. In der rechten Abbildung 5.7 oszilliert der Erwartungswert der
Gesamtenergie T /2-periodisch (T = %’T ~ 6,28 1s). In der linken Abbildung bleibt fiir das CN-Verfahren
der Erwartungswert (bei Vernachlissigung der Maschinengenauigkeit) wie zu erwarten konstant.

23



Kapitel 5 Vergleich
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Abbildung 5.5: Fehler E nach GI. (5.1) des CN- und SO-Verfahrens fiir einen kohérenten Zustand des harmonischen

Oszillators. Links fiir beide Verfahren und rechts fiir das SO-Verfahren iiber einen lingeren Zeitraum.
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Abbildung 5.6: Fehler des Ortserwartungswertes nach Gl. (5.5) des CN- und SO-Verfahrens fiir einen kohdrenten

Zustand des harmonischen Oszillators.
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Abbildung 5.7: Erwartungswert der Gesamtenergie nach Gl. (5.3) beim CN- (links) und SO-Verfahren (rechts) fiir

einen kohérenten Zustand des harmonischen Oszillators.
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KAPITEL O

Interaktive Visualisierung

Um neben den theoretischen Uberlegungen und vereinzelten numerischen Vergleichen ein visuelles
Gesamtbild bzw. Verstindnis beliebiger eindimensionaler nichtrelativistischer quantenmechanischer Pro-
bleme erhalten zu konnen, ist das webbasierte browserseitige Simulationsprogramm QUANTUM entstanden
(siehe www . quantum-simulation.de). Der kommentierte Code (HTML, CSS, JavaScript) ist in der
beigelegten CD, sowie auf https://github.com/maunke/Quantum einzusehen.

QuantuMm besteht aus einem Simulationstool mit dazugehorigen Erlduterungen zu vordefinierten Simu-
lationen und einer generellen Einleitung in das Gebiet Quantenmechanik, welche von der Internetseite
http://www.itkp.uni-bonn.de/~metsch/pdm/pdmquant.html (Stand 02.02.2016) iibernommen
wurde. Die Simulation verwendet zur Berechnung das Split-Operator-Verfahren als Standardeinstellung.
Die Internetseite zu QUANTUM ist in einem responsiven Design gestaltet und wird daher fiir das jeweilige
Endgerit (Desktop, Smartphone, Tablet, Laptop) optimiert dargestellt. Zur Darstellung der Animationen
wird der 2D JavaScript Renderer Pixi.js unter MIT Lizenz verwendet. Weitere im Programm einbezogene
lizensierte Werke von Dritten sind JavaScript Framework jQuery (MIT Lizenz), MathJax (Apache Lizenz
2.0), jQuery.scrollTo (MIT Lizenz) und jquery.nicescroll, Version 3.6.6 (MIT Lizenz).

6.1 Simulationstool

Das Simulationstool von QuanTtum erhilt bei maximaler Optionenwahl folgende Maske (siehe Abbildung
6.1).! Im Simulationsfenster gibt es in der unteren Leiste folgende Kontrolloptionen (von links nach
rechts):

e Theater-Modus: die Groe des Simulationsfensters kann variiert werden

e y- bzw. x-Achse ein/aus, x-y-Gitter ein/aus

Wahrscheinlichkeitsdichte im k-Raum (Wellenzahlraum) darstellen

Prinzipielle Wahl der Anzahl an Stiitzstellen: 8192 (HQ), 2048 (LQ)

Pause, Play, Stop, Halbieren bzw. Verdoppeln des Zeitintervalls, Zeitanzeige

In der oberen Leiste konnen die individuell konfigurierten Simulationen iiber einen Link geteilt und
tiber den Info-Icon Informationen iiber die Legende, Einstellungen und Berechnungen eingeholt werden.

! Die in den Abbildungen verwendeten Icons gehoren zu Material Design Lite und sind lizensiert unter Apache Lizenz 2.0.
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Kapitel 6 Interaktive Visualisierung

INDIVIDUELL
WELLENZAHL-RAUM
FREIES WELLENPAKET
TUNNELEFFEKT
POTENTIALSENKE
HARM. OSZILLATOR

329 KOHARENTER ZUST.

- 45 30 15 0 15 30 r3 60
K/(22.87/mm) /(0. 1nm)

O I3 [ ] 0.00e+0 fs

Abbildung 6.1: Ausschnitt Simulationstool QuantuM (siehe www . quantum-simulation.de)

Mittig wird die Animation der quantenmechanischen Simulation dargestellt. Dunkelgriin markiert ist die
Verteilung des Betragsquadrates der Wellenfunktionen im Ortsraum mit dem Anfangserwartungswert der
kinetischen Energie als y-Offset in Einheiten von eV. Diese y-Skala gilt auch fiir das braun dargestellte
Potential. Fiir die rot eingefirbte Verteilung der Betragsquadrate der Wellenfunktionen im Wellenzahl-
raum ist die x-Achse als k-Achse in den sich links unten befindenden Einheiten abzulesen.

Das rechte Konfigurationsfenster enthilt als erste Option die Liste an auszuwihlenden vordefinierten
Simulationen.

Abbildung 6.2: Optionsfenster Simulationstool QuanTum (siehe www.quantum-simulation.de)

Es gibt drei weitere Optionsfenster (siehe Abbildung 6.2):

1. Einstellungen. Der Definitionsbereich fiir den Ort und der dargestellte y-Bereich kann festgelegt
werden. Die Wahl des x- und y-Achsenabschnittes kann definiert und die Anzahl an Stiitzstellen
2N vorgegeben werden.

2. Wellenpaket. Der Anfangszustand des GauB3schen Wellenpaketes wird festgelegt durch die Wahl
des Erwartungswertes der kin. Energie bzw. kg, sowie durch die Masse m, Standardabweichung o
und die Lokalisierung um xg.

3. Potentiale. Es konnen beliebig viele sich zu einem Gesamtpotential addierende Potentiale definiert
werden. Dabei wird als Potentialtyp zwischen gauss-, rechteck- und oszillatorférmig, sowie einer
eigenen individuellen funktionalen Eingabe gewdhlt.
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6.2 Beispielkonfigurationen

6.2 Beispielkonfigurationen

6.2.1 Koharenter Zustand

Nachfolgend wird erldutert, wie ein kohédrenter Zustand des harm. Oszillators konfiguriert werden kann.
Dazu wird die Simulation ,,Individuell*“ ausgewéhlt, da diese noch kein Potential enthilt. Im Options-
fenster Einstellungen wird der Definitionsbereich fiir x auf 150 und y-Range auf 0 (Default-Einstellung,
erstellt automatisch optimale Ansicht) gesetzt. Weiterhin wird Ax = 15 und die Anzahl an Stiitzstellen
auf 2'3 = 8192 eingestellt. Mithilfe der in Abschnitt 5.3 dargestellten Wellenfunktionsgleichung (5.12)

und o = 4/ j—m erhilt das GauBische Wellenpaket die Form

Y(x, 0|,y = 6.1)

ool e

expi XpeXpy——F 5 ¢ -

\/0__\/; o 20
=ko

Sei || = 10, xg = Ound w = 0,5 mit [w] = VeV[m]/[x] gewidhltund m = 1 mit [m] = 5,68563006021504-
10712¢Vs?/m?, so muss bei [o] = [x] die Abweichung o = 1,521628312222495 und ko = 24l =
9,294080236371855 mit [ko] = 1/[x] gesetzt werden. Nun wird ein Potential des Typs Oszillator mit
X0 = 0und w = 0,5 hinzugefiigt.
Die simulierte Propagation des Wellenpaketes sieht fiir ¢ = 0, 7/4,T/2,3/4T folgendermalBlen aus (siche
Abbildung 6.3). Wie zu erwarten, dndert sich als kohédrenter Zustand des harm. Oszillators die Breite
der Wahrscheinlichkeitsdichte im Orts- bzw. Wellenzahlraum im Laufe der Zeit nicht. Bei einer Wahl
nichtkohidrenter Zustinde im harm. Oszillator wiirde die Breite des Gauflschen Wellenpaketes mit der
Zeit um die Anfangsbreite o oszillieren.

< Kohirenter Zust. o < Kohérenter Zust. i ]

EfeN. E/eV.

-5327.7 -6327.7

-4661.7 46617

3995 8
Il I

60 -0 -30 -15 0 15 a0 45 60
X0 1nm) k(22 /{0 1nm)

30 45

P EH K @ = 0.00e+0 fs B K@ n 32fe-1fs
< Koh&renter Zust. 0o < Koh&renter Zust. (i ]
Erev E/eV
-5327.7 -5327.7
-4661.7 -4661.7
3995.8 3995.8
8 Il I
60 -45 -30 15 0 15 30 45 60 -60, 45 -30 -15 0 15 30 45 60
¥/(22.87/nm) (0 1nm)  W(22.87/nm x/(0.1nm)
& K@ 6.24e-11s o K@ 9.36e-11s

Abbildung 6.3: Kohérenter Zustand nach Gl. (5.12) im Orts- (Dunkelgriin) und Wellenzahlraum (Rot) fiir verschie-
dene Zeitent =~ 0,7/4,T/2,3/4T.
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6.2.2 Quasistationarer Zustand

Als zweites Beispiel werden Resonanzen zwischen zwei Potentialbarrieren angeregt, indem im Anfangs-
zustand des Wellenpaketes gezielte Erwartungswerte der kinetischen Energie gewihlt werden. Mithilfe
von QUANTUM (siehe www . quantum-simulation.de) werden im Optionsfenster Potentiale an den Orten
xz = 5und xg = 10 jeweils ein Rechteckpotential mit einer Energie von 100 eV, @ = 0,1 und einer Breite
von 0,5 hinzugefiigt. Das Wellenpaket wird mit einer Elektronenmasse und einer Breite von o = 10 um
xo = —30 konfiguriert.

Die Propagation des Wellenpaketes im Gesamtpotential, bestehend aus zwei Potentialbarrieren, ist fiir
den Anfangszustand und spéteren Verlauf als quasistationédrer Zustand in Abbildung 6.4 dargestellt.

s0 40 30 20 -1 0 10 20 30 4 50 60 % 50 40 30 20 - 0 10 20 30 40 50 60
x/(0.1nm) w/(0.1nm)

mn 1.68e+0 fs

m ] 0.00e+0 fs

Abbildung 6.4: Propagation eines Wellenpaketes (Anfangszustand siehe links) im Gesamtpotential, bestehend aus
zwei Potentialbarrieren, mit resultierendem quasistationiren Zustand (rechts) zwischen beiden Barrieren.

Der Maximalwert der jeweils rechteckdhnlichen Potentiale liegt bei 84,8 eV. Um moglichst alle An-
fangszustinde des Wellenpaketes fiir einen langlebigen quasistationdren Zustand zwischen beiden Po-
tentialbarrieren herauszufinden, durchlduft ein Programm den Erwartungswertebereich der kinetischen
Energie des Wellenpaketes zwischen 0,02 eV und 80 eV mit einer Schrittweite von 0,025 eV. Gemessen
wird bei jedem Schritt die Lebensdauer des quasistationiren Zustands. Hier ist dieser definiert als der
Zeitraum, in welchem das Integral der Wahrscheinlichkeitsdichte der Wellenfunktion zwischen beiden
Potentialbarrieren

f " dx y(x, ) (6.2)

L

nach Erreichen des Hochstwertes um relativ maximal 0,005 von diesem Wert abweicht. Das Ergebnis
des beschriebenen Durchlaufs ist in Abbildung 6.5 dargestellt.

Die Wahrscheinlichkeitsdichten der ausgewihlten quasistationdren Zustinde R1 bis R7 (siehe Abbildung
6.5) sind in Abbildung 6.6 mit der jeweiligen Knotenanzahl und Lebensdauer nebeneinandergestellt.
Dabei wird zur Betrachtung der jeweiligen Zustinde der Ortsbereich zwischen beiden Potentialbarrieren
gezeigt.

Mithilfe der Ergebnisse aus den Abbildungen 6.5 und 6.6 wird ersichtlich, dass es eine begrenzte Anzahl
an langlebigen quasistationiren Zustinden fiir die eingestellte Konfiguration gibt und mit jeder hoheren
Resonanz ein weiterer Knoten fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Zustands hinzukommt. Weiterhin
verkiirzt sich die Lebensdauer der quasistationidren Zustdnde bei hoherer Anregung der Resonanzen.
Interessanterweise kann eine Analogie zwischen dem Aufbau zum quasistationidren Zustand und einem
Teilchen im unendlich hohen Potentialtopf anhand der Knotenanzahl und den Eigenenergien gefunden
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6.2 Beispielkonfigurationen

T T T T
(R1:2,3eV) Lebenszeit quasistat. Zustand

(R2: 8eV)

(R3: 16,975 eV)

0.25 |-

tifs

0125 |- (R4: 28,725¢V)

0.0625 - (R5: 41,575eV) bl

0.03125 (R6: 58,5eV) ]
l (R7: 76eV)

0.015625 |~

0.0078125 I I L I I I I I L I I I I I L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

<Eyinlko)>/eV

Abbildung 6.5: Lebensdauer ¢ des quasistationidren Zustands fiir verschiedene Anfangserwartungswerte der kineti-
schen Energie des Wellenpaketes. Als R1-R7 sind die Peaks der langlebigen quasistationdren Zustinde bezeichnet.
Unterhalb von Ey;, = 1,275eV konnte das Wellenpaket die linke Potentialbarriere nicht iiberwinden, sodass in
diesem Bereich keine Lebensdauern berechnet werden konnen.

LY
R_1 R2 :3 R4 M

Bez. R5 R6 R7

Knoten 4 5 6
t/fs 6,15 3,075 0,285 0,102 0,051 0,03 0,021

<Ekin>/eV 2,3 8 16,975 28,725 41,575 58,5 76

Abbildung 6.6: Fiir den Ortsbereich zwischen beiden Potentialbarrieren sind die Wahrscheinlichkeitsdichten der
quasistationdren Zustinde R1-R7 (siehe Abbildung 6.5) mit der dazugehorigen Knotenanzahl, Lebensdauer ¢ und
dem Anfangserwartungswert der kinetischen Energie des Wellenpaketes dargestellt.
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werden. Die Energien der Eigenzustinde ¢, eines Teilchens im Potential V(x) mit

0, —-a<x<a
V(x) = (6.3)
oo, sonst

und der halben Potentialbreite a sind iiber folgende Relation gegeben [Sch035]
(1w [ne )

=— 4
! 2m a? ©h

n

Dabei steht e bzw. o fiir die gerade bzw. ungerade Symmetrie des Zustandes. Sei nun a = 5= = 0,25nm
und m gleich einer Elektronenmasse, so ergibt sich fiir die Gegeniiberstellung der Eigenenergien eines
Teilchens im Kasten und den Anfangserwartungswerten der kinetischen Energie fiir die quasistationiren
Zustinde R1-R7 aus Abbildung 6.6 folgende Vergleichstabelle (siehe Tabelle 6.1). Die Tabelle zeigt eine
Korrelation zwischen den Energien der Teilchen im Kasten und der quasistationéren Zustidnde.

Quasistat. Zustand | Potentialtopf | Knoten
Bez. <(FExin)/eV | Bez. E/eV | Anzahl
R1 2,3 Ej 1,5 0
R2 8 EY 6 1

R3 17 E{ 13,5 2
R4 28,7 ES 24,1 3
RS 41,6 ES 37,6 4
R6 58,5 ES 54,1 5
R7 76 ES 737 6

Tabelle 6.1: Die Anfangserwartungswerte der kinetischen Energie der quasistationdren Zustidnde R1-R7 (siehe
Abbildung 6.5) werden mit den Eigenenergien eines Teilchens im unendlich hohen Potentialtopf anhand der
Knotenanzahl miteinander verglichen.
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Schlussbemerkung

Die Eigenschaften der im Rahmen dieser Arbeit behandelten Methoden (Crank-Nicolson- und Split-
Operator-Verfahren) zur numerischen Losung der zeitabhédngigen Schrodinger-Gleichung mit zeitunab-
hingigen Potentialen sind in Tabelle 7.1 fiir die VergleichsgréBen Fehler E nach GI. (5.1) und Fehler
des Erwartungswertes der Gesamtenergie des Wellenpaketes nach GI. (5.4) anhand der durchgefiihrten
Simulationen (siehe Kapitel 5) aufgelistet.

Freies Wellenpaket Kohérenter Zustand
Methode CN SO CN SO
A(H) const const const oszillierend
Fehler E | O ( \/;) (0] ( \/;) O (1) wachsend oszillierend

Tabelle 7.1: Auflistung der Vergleichsgrofien A (H) nach Gl. (5.4) und Fehler E nach Gl. (5.1) anhand berechneter
Simulationen (siehe Kapitel 5) eines freien Wellenpaketes und kohirenten Zustandes des harmonischen Oszillators
fiir das Crank-Nicolson-Verfahren (CN) und das Split-Operator-Verfahren (SO).

Neben den theoretischen Uberlegungen zur Genauigkeit der oben genannten VergleichsgroBen kann
mithilfe der praktischen Simulationen aus Kapitel 5 nicht festgestellt werden, welches Verfahren ten-
denziell bei beliebigen Potentialen das Genauere ist. So konnte als Erweiterung dieser Arbeit eine
Analyse tiber die Abhingigkeit der Genauigkeit beider Verfahren gegeniiber der Konfigurationswahl
des Potentials bzw. des Wellenpaketes durchgefiihrt werden. Es lésst sich jedoch aussagen, dass das
Crank-Nicolson-Verfahren bei hinreichend klein gewihlter Raumzeitdiskretisierung als Folge der in
dessen Grundgleichung verwendeten Finite-Differenzen-Methode allgemein bessere Ergebnisse als das
von der zusétzlichen Wellenzahlraumdiskretisierung abhingige Split-Operator-Verfahren liefert.

Die browserseitige Simulationsumgebung Quantum (erreichbar unter www . quantum-simulation.de)
ist in der Lage, selbst einstellbare Gauflsche Wellenpakete in beliebig konfigurierbaren Potentialen
zu simulieren. Dies ermoglicht dem Benutzer dieses Programms, uneingeschriankt eindimensionale
nichtrelativistische quantenmechanische Probleme mit einem Gauf3schen Wellenpaket beobachten zu
konnen. Zusitzlich gibt es vordefinierte Simulationen zum Tunneleffekt, Harmonischen Oszillator und
dem bekannten Lennard-Jones-Potential. Der kommentierte Programmcode zu Quantum kann in der
beigelegten CD, sowie auf https://github.com/maunke/Quantum eingesehen werden.
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ANHANG A

Mathematische Erganzungen

A.1 Inverse einer Operatorsumme

Seien A und B Operatoren, die auf denselben Hilbertraum wirken, wobei die Summe A + B und A
invertierbar sind.

Zu zeigen.
ol i s ara Ayl
(A+B) =A"-A"'B(A+B) . (A.1)
Beweis. [Mil81]
A oAyl R N
(A+B) =A1+R%
& (A“ +)A()(A+B) =1
= X(A+B) =18
o X =-A"'B(A+B)"
O
A.2 Thomas - Algorithmus
Sei T € C/*/ eine tridiagionale Matrix
b ¢
a b ¢
T = a b . (A.2)
c
a b’
in dem linearen Gleichungssystem
Tx=y (A.3)

mit den Vektoren x, y, b € C’/ und den Variablen a, ¢ € C.
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A.2.1 Ansatz

Sei x/ rekursiv mit den Hilfsvektoren g, 4 € C’ definiert
=gl v (A4)

So ergibt sich eingesetzt fiir die jeweiligen Gleichungen des Systems

. 1_ 'hl
1. Gleichung: x' = ﬁ | |
. — , J_c- W
j. Gleichung: x/ = IS Y
(<j<J) bl +c-g/ bl +c-g/
S——— ———
=g = i1 (A.5)
J
: SR S R AN | y
J. Gleichung: x’ = 5 X+ ™
=g/ = pl-1
Fiir die Hilfsvektoren ergibt sich folgende Rekursionsvorschrift
gl —a Bl = y —c-
bl +c-g ’ bi+c-g/°
J
J-1_ _@a J-1_Y
Der Vektor x kann nun ebenfalls rekursiv berechnet werden
s 1. 1 _ yl—ch!
L (A7)
l<j<J-1: x*Y =gixi+ni .

Der Thomas - Algorithmus 16st dementsprechend das Gleichungssystem vom Typ (A.3) nach O(J)
Schritten.

A.3 Exponentialoperatoren
Seien A und B Operatoren, die auf denselben Hilbertraum wirken, so ergeben sich folgende niitzliche

Rechenregeln.

A.3.1 Inverses Element

Zu zeigen.

AeA=1 (A.8)
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A.4 Fourier-Transformation

Beweis.

1 P
(Cauchy-Produkt) = Z Z WA"A”_]‘
n!(n—k)!

(Binomische Formel mit [A,A] =0 = Z

A.4 Fourier-Transformation

Sei i eine quadratintegrable Funktion mit ¢ € L? (R), so ist die dazugehorige Fourier-Transformation
definiert durch

F W) (k,t) = \/%7 fR dx y(x, e ** | (A.9)

sowie die inverse Fourier-Transformation durch

FLW) (x, 1) = \/% fR dx y(k, et . (A.10)
T

A.4.1 Differentationsregel

Es ergibt sich folgende niitzliche Eigenschaft der Fourier-Transformation bei der Fouriertransformierten
differenzierter Funktionen.
Zu zeigen.

0x?

2
F (a—w) (k,t) = —k*F () (k, 1) . (A.11)
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Beweis.
oy 1 oy a
Fl—|k,t)= — | dx —(x, tex
(HXZ)( g \/ﬂfR xaxz(x ve
= _\/12_7r [—ch’(x, e k> - +ik‘f1édx —glf:(x, e kX

=0, da G (6,0 =200=0

ik —ik-x ] . —ik-
= w(x, e x] +1kfdx w(x, e ™*
V2 [—,_“’3 R
=0, da w(xvt)l.x:ioo =0

=—k2\/%_ﬂ fR dx y(x, t)e =~
= —k*F W) (k1) .

Daraus folgt direkt
ff(eizw) (k.1) = e ¥ F () (k. 1) . (A.12)

A.4.2 Nyquist-Shannon - Abtasttheorem

Behauptung. [SHA] Sei bei der Funktion f(¢) die hochste Frequenz W. Dann ist mit der Abtastung
At = ﬁv die Fourier-Transformation exakt.

Beweis. [SHA] Die Annahme, dass die hochste Frequenz der Funktion f(¢#) durch W gegeben ist,
schrinkt die Grenzen der (inversen) Fourier-Transformation folgendermaf3en ein

1 .
- d 7: 1wt
f@® Nor fR wF(Hlw)e
1 +27rWd - o
= Eiznw w F(f)w)e™ .

Sei die Zeit wie folgt durch n € Z diskretisiert

n

t=n-At=— .
" oW

Eingesetzt in die inverse Fourier-Transformation liefert dies

n 1 +271W o 1 +27W —_
f(ﬁ)_ N I L T (D@t = I Ao P

Diese Gleichung entspricht wiederum dem n-ten Koeffizienten der Fourier-Reihenentwicklung der Fou-
riertransformierten ¥ (f)(w), sodass die (inverse) Fourier-Transformation exakt ist. |
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In Fall der Wellenfunktion ¢ mit der dazugehorigen Diskretisierung ergibt sich mit k& € [—kyqx, kinax]

__1 _ _=n
Ax - 2,(”2’i - kmax
73
o know = £ (A.13)
= Ak =12T"x'

A.4.3 Schnelle Fourier-Transformation

Es wird die diskrete Fourier-Transformation (4.25) fiir O < k < J — 1 betrachtet

~
—_

¢ =S yle Y (A.14)

~.
I
(=]

Der Ausdruck fiir ¢f kann im Sinne von Cooley und Tukey [Pre+07] in einen ungeraden und geraden
Anteil unter der Festlegung von J = 2V zerlegt werden

T
L

¢k _ d/j e—27ri¥
J=0
- g |
A e
j=0 j=0
1 . J_q .
2 ok L2 ) ik
_ wzJe m(%) +e_2m§ Z"szﬂe m(%)
J=0 Jj=0
k k 1k
= ¢+ W;o, . (A.15)

Es wird dazu der Faktor W; eingefiihrt mit Wf; = ¢~27} . Dabei markieren e und o den geraden bzw.

ungeraden Anteil der Zerlegung. Die Zerlegungen ¢* und ¢* sind %—periodisch, sowie der Faktor Wf

%-antisymmetrisch und J-periodisch

J
Wit =k (A.16)
Wit = wh (A.17)

k+2
¢e/+02 =k, . (A.18)

Mithilfe dieser Eigenschaften gilt daher fiir 0 < k < % — 1 [Lin]
ot =g+ Wids .
J
¢2 = g - Wiy (A.19)

Die Anteile ¢* und ¢! konnen wiederum in einen geraden und ungeraden Anteil dquivalent zu (A.15)
in die halbierte Linge % zerlegt werden. Bei ¢f werden nach dieser Zerlegung nur die vorhin geraden
Elemente >/ einbezogen, sowie bei ¢¥ die ungeraden Anteile. Nach dieser weiteren Zerlegung, squivalent
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zur Gleichung (A.19), ergibt sich fiir 0 < k < % -1

k _ 4k k 1k
¢e - ¢ee + W1¢eo
k+s ok k 4k
2
e - ¢ee - Wj¢eo
k _ 1k k 1k
¢0 - ¢oe + WJ¢00 4

J
k+s

o =0k — Wik, . (A.20)

Die Zerlegung (A.15) kann N-mal durchgefiihrt werden, bis 2LN = 1 gilt. Bei (N — 1)-facher gerader

Zerlegung kann folgende Zuordnung gefunden werden

-l s 51

Z . —2mi Tk . —omi AL
¢Iée ee = szje (%) +€_2m§Zlﬁ2ﬂ—1€ (%)
— — —
(N-1)-fach Jj=0 j=0
=0+ e—2ni§w1
k _ 40 k _ 1
= ¢(ee...ee)e - 170 ’ ¢(ee...ee)o - ‘fl/ : (A21)

Behauptung. Fiir die genaue Zuordnung beliebiger gerader und ungerader N-facher Zerlegung muss
e = 0und o = 1 gesetzt werden, sodass die Binédrzahl n = eooe . .. oe die Zuordnung zum Element mit
umgekehrter Zuordnung ¢*, ., = w" liefert.

Beweis. Die Behauptung wird induktiv bewiesen. Sei N = 1, so gilt die Aussage offensichtlich.
Sei N = J und es gelte die Behauptung. So folgt fiir N + 1 durch das Anhéngen von e oder o der Zweig
des geraden oder ungeraden Elementes. Gerade dieser Vorgang entspricht der betrachteten Zerlegung. O

Von der beschriebenen Zuordnung aus kénnen nun mithilfe des Schmetterlingsgraphen (A.20) die
einzelnen Zerlegungsebenen und schlieBlich die gesamte Fourier-Transformation berechnet werden.
Ein visuelles Verstindnis der schnellen Fourier-Transformation liefert die Abbildung A.1. Insgesamt
werden {iber log, J Ebenen jeweils J Additionen und % Multiplikationen durchgefiihrt, sodass sich fiir die
schnelle Fourier-Transformation eine Komplexitit von O (J log, J) ergibt. Die Anzahl an Berechnungen
zur umgekehrten Binédrzahlen-Reihenfolge wird dabei nicht mit einbezogen, da diese Zuordnung einmalig
vorberechnet und innerhalb des Programms als Lookup-Tabelle verwendet werden kann.
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. Stage 1 Stage 2 Stage 3 _
*(0) & X0
x(4) il X (1)
x(2) X
x(9) il X (5) .
(1) + X{4)
x(5) o “ig * X(5)
x(3) * X{6)
x(7) Wi P(9)] |

-1 =i

Abbildung A.1: Vorgang der schnellen Fourier-Transformation fiir / = 2* Elemente bzw. 3 Ebenen [Lin]. Der
Knotenpunkt am Ende eines Pfades stellt eine Addition bzw. eine Zahl neben einem Weg eine Multiplikation dar.
Links sind die Elemente im Sinne der umgekehrten Bindrzahlen-Reihenfolge angeordnet. Von dort aus werden die
Elemente ohne Allokation mithilfe des Schmetterlingsgraphen (A.20) verbunden bzw. verrechnet, bis die oberste
Ebene erreicht und die Transformation beendet ist.
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A.1 Vorgang der schnellen Fourier-Transformation fiir J/ = 23 Elemente bzw. 3 Ebenen [Lin].
Der Knotenpunkt am Ende eines Pfades stellt eine Addition bzw. eine Zahl neben
einem Weg eine Multiplikation dar. Links sind die Elemente im Sinne der umgekehrten
Binidrzahlen-Reihenfolge angeordnet. Von dort aus werden die Elemente ohne Allokation
mithilfe des Schmetterlingsgraphen (A.20) verbunden bzw. verrechnet, bis die oberste
Ebene erreicht und die Transformation beendetist. . . . . . . ... .. ... .. ...
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